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Abstract. The reader will find in Calculus books differential and integral how
calculate the volume of a solid generated by the rotation of a limited region by
the graph of a function y = f(x), for the lines x = a, x = b e by the axis x
around the axis x,, or the y axis. Our purpose in this paper is to show an more
general, where the solid of revolution is generated by the rotation of a region
bounded by a curve y = f(x), around a line y = cx + d, non-parallel to the x
axis. In addition, we present an alternative to plot the solid of revolution in the
K3D SURF software, unless translation and rotation of the solid.
Resumo. O leitor encontrara´ em livros de Ca´lculo diferencial e integral como
calcular o volume de um so´lido gerado pela rotac¸a˜o de uma regia˜o limitada
pelo gra´fico de uma func¸a˜o y = f(x), pelas retas x = a, x = b e pelo eixo x em
torno do eixo x, ou do eixo y. Nosso propo´sito aqui e´ mostrar uma situac¸a˜o mais
geral, onde o so´lido de revoluc¸a˜o e´ gerado pela rotac¸a˜o de uma regia˜o limitada
por uma curva y = f(x), em torno de uma reta reta y = cx + d, na˜o-paralela
ao eixo x. Ale´m disso, apresentamos uma alternativa para plotar o so´lido de
revoluc¸a˜o no software K3D SURF, a menos de translac¸a˜o e rotac¸a˜o do so´lido.
1. Introduc¸a˜o
O ca´lculo diferencial e integral e´ uma ferramenta de grande utilidade em muitas situac¸o˜es
matema´ticas. Entre essas situac¸o˜es encontra-se o ca´lculo de a´reas e volumes.
Dentre os me´todos para o ca´lculo de volumes encontra-se o me´todo dos invo´lucros
cilindricos. Tal situac¸a˜o ocorre quando se deseja calcular o volume do so´lido gerado pela
rotac¸a˜o de uma curva em torno do eixo x, do eixo y ou de algum eixo paralelo a um desses
eixos. O volume do so´lido S em questa˜o e´ calculado tomando-se o limite de uma soma
de Riemann, onde cada parcela e´ o volume de um cilindro. De modo equivalente, atrave´s
da teoria de integrais, mais especificamente, atrave´s de uma integral definida. No entanto,
acreditamos que na˜o existe na literatura uma fo´rmula que calcula o volume de um so´lido
obtido pela rotac¸a˜o de uma curva em torno de um eixo que na˜o seja paralelo a um dos
eixos coordenados. O propo´sito deste trabalho e´ fornecer um estudo inicial que explora o
ca´lculo do volume de um so´lido obtido pela rotac¸a˜o de uma curva em torno de um eixo
na˜o paralelo ao eixo x, por exemplo. A Figura 1 a seguir, (veja [5]), fornece uma boa
ide´ia do que estamos falando.
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Figure 1. Caminha˜o betoneira
Para finalizar, apresentamos uma alternativa de parametrizac¸a˜o para o so´lido a
menos de uma translac¸a˜o e uma rotac¸a˜o, isto e´, o formato do so´lido permanece inalterado,
mudando apenas sua posic¸a˜o em relac¸a˜o aos eixos coordenados. Com essa modificac¸a˜o,
pode-se utilizar um software gra´fico para plotar o so´lido, rotacionado em torno do eixo x,
por exemplo.
2. Preliminares
Apresentaremos nesta sec¸a˜o algumas informac¸o˜es que sera˜o u´teis para um melhor en-
tendimento do nosso trabalho.
2.1. Distaˆncia entre ponto e reta
Dados um ponto P e uma reta r em um plano, a distaˆncia de P a` r e´ definida por
d(P, r) = min{d(P,Q);Q ∈ r}. (1)
O seguinte teorema, que enunciaremos sem demonstrac¸a˜o, nos fornece uma maneira
explı´cita de calcularmos a distaˆncia definida em (1).
Teorema 1 Sejam r a reta de equac¸a˜o ax+ by = d e P = (xo, yo) um ponto no plano. A
distaˆncia entre P e r e´ dada por
d(P, r) =
|axo + byo − d|√
a2 + b2
(2)
onde | · | e´ a func¸a˜o mo´dulo.
Veja [3] para mais detalhes.
2.2. Projec¸a˜o ortogonal de um ponto em uma reta
Sejam P = (x, y) e r, um ponto e uma reta de um plano, respectivamente. Para obtermos
o ponto P ′ que e´ a projec¸a˜o ortogonal do ponto P sobre a reta r, podemos utilizar a
seguinte fo´rmula
P ′ = ProjrP =
〈P, u〉
‖u‖2 u (3)
onde 〈., .〉 e´ o produto interno usual do R2, ‖.‖ e´ a norma proveniente desse produto
interno, isto e´, ‖u‖ = √〈u, u〉 e u e´ um vetor que aponta na direc¸a˜o da reta r. Veja [3]
para mais detalhes.
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2.3. Volume de um tronco de cone
E´ conhecido em geometria espacial que o volume de um tronco de cone de altura h, raio
da base maior R e raio da base menor r, e´ dado pela fo´rmula




[R2 +Rr + r2] (4)
Veja [6] para mais detalhes.
2.4. Rotac¸o˜es no R2 e no R3
A ac¸a˜o de rotacionar um ponto P = (x, y) ∈ R2, θ radianos em torno da origem e no
sentido hora´rio e´ realizada pela transformac¸a˜o linear Rθ : R2 → R2 cuja matriz na base
canoˆnica e´ dada por
Rθ =
[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ
]
. (5)
Algebricamente Rθ e´ dada por
Rθ(x, y) = (x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ). (6)


















(0, 1) = (1, 0) (8)
isto e´, o ponto (1, 0) e´ o efeito de uma rotac¸a˜o de pi
2
radianos no ponto (0, 1), no sentido
hora´rio.
Ac¸a˜o de rotacionar de um ponto P = (x, y, z) do R3, v radianos em torno do eixo
x no sentido anti-hora´rio, e´ realizada pela transformac¸a˜o linear Tu : R3 → R3 cuja matriz
na base canoˆnica e´ dada por
Tu =
 1 0 00 cosu − sinu
0 sinu cosu
 . (9)
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Na forma alge´brica, Tu e´ dada por
Tu(x, y, z) = (x, y cosu− z sinu, y sinu+ z cosu). (10)
Para mais detalhes veja [7].
3. A situac¸a˜o mais simples
A situac¸a˜o mais simples que encontramos nos livros dida´ticos e´ aquela onde um so´lido
S e´ obtido rotacionando-se uma regia˜o delimitada pelo eixo x, por x = a, x = b e pelo
gra´fico de uma func¸a˜o contı´nua f definida no itervalo [a, b], em torno do eixo x. A Figura
3 ilustra o caso em que f e´ definida por f(x) = x2 no intervalo [0, 2].
Figure 3. Regia˜o determinada pelo gra´fico de f(x) = x2.











. A Figura 4 representa o so´lido S,
mencionado neste exemplo.
Figure 4. Representac¸a˜o do So´lido S
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4. Rotac¸a˜o com eixo inclinado
A situac¸a˜o que vamos apresentar aqui generaliza a exposta na sec¸a˜o anterior. Sejam f uma
func¸a˜o contı´nua definida no intervalo [a, b] e r a reta de equac¸a˜o y = cx + d. Sem perda
de generalidade, vamos considerar f(x) ≥ cx + d, para todo x ∈ [a, b]. Dados x = a e
x = b, sejam t e t′ as retas que passam pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), respectivamente,
e que sa˜o perpendiculares a` reta r. Desejamos calcular o volume do so´lido gerado pela
rotac¸a˜o da regia˜o limitada pela reta y = cx+ d, pelo gra´fico da func¸a˜o f e pelas retas t e
t′, em torno do eixo x. A regia˜o e´ descrita na Figura 5.
Figure 5. Regia˜o limitada por f e y = cx+ d
Seja ∆ uma partic¸a˜o do intervalo [a, b] dada por a = xo < x1 < ... < xn−1 < xn
e ξi um elemento no i-e´simo intervalo [xi−1, xi] dessa partic¸a˜o. A partic¸a˜o ∆ determina,
no segmento AB ⊂ r, uma partic¸a˜o ∆′ do seguinte modo: Para cada j considere Mj a
projec¸a˜o ortogonal do ponto (xj, f(xj)) sobre a reta r. A partic¸a˜o ∆′ fica determinada
pelos pontos A = Mo,M1, ...,Mi−1,Mi, ...,Mn−1 e Mn = Bn, ou de modo equivalente,
pelos segmentos MoM1,M1M2, ...Mi−1Mi, ...,Mn−1Mn. Denote por ∆iu = Mi−1Mi o
comprimento do i−e´simo segmento da partic¸a˜o ∆′ e considere o retaˆngulo de altura hi
e comprimento ∆iu, onde hi e´ a distaˆncia do ponto R = (ξi, f(ξi)) ate´ a reta r. Se esse
retaˆngulo gira em torno da reta r, um invo´lucro cilindrico sera´ obtido, como mostra a
Figura 6.




Utilizando a fo´rmula (2), da distaˆncia entre ponto e reta, obtemos
h2i = [d(R, r)]
2 =
(cξi − f(ξi) + d)2
c2 + 1
. (13)
Combinando as equac¸o˜es (12) e (13) resulta que
∆iV = pi
(cξi − f(ξi) + d)2
c2 + 1
∆iu. (14)
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Figure 6. Representac¸a˜o de um invo´lucro cilindrico
Nosso pro´ximo passo sera´ expressar ∆iu em termos de ∆ix = xi − xi−1.
Para tal, considere as retas p e q, perpendiculares a` reta r que passa pelos pontos
P = (xi−1, f(xi−1)) e Q = (xi, f(xi)), respectivamente. Note que Mi−1 = p ∩ r e
Mi = q ∩ r. As equac¸o˜es dessas retas sa˜o:











(x− xi) + f(xi)




cf(xi) + xi − cd
c2 + 1
,




De modo ana´logo, obtemos o ponto
Mi−1 =
(
cf(xi−1) + xi−1 − cd
c2 + 1
,




Como ∆iu = d(Mi,Mi−1), segue da fo´rmula da distaˆncia entre dois pontos que
∆iu =
√(
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|c∆iy + ∆ix| . (15)






Combinando a equac¸a˜o (14) com a equac¸a˜o (16) obtemos
∆iV = pi






A partic¸a˜o ∆′ determina n retaˆngulos, que girados em torno da reta r determinam












que e´ uma soma de Riemann que devera´ aproximar o volume do so´lido S, descrito na
Figura 7.
Figure 7. Representac¸a˜o do so´lido S
Neste momento , ale´m da continuidade da func¸a˜o f, necessitamos que a func¸a˜o f
seja diferencia´vel e tenha derivada contı´nua. Quando a norma da partic¸a˜o tende a zero, o
limite da soma dada em (18) existe pois a func¸a˜o dada pela expressa˜o
pi
(cx− f(x) + d)2√
(c2 + 1)3
|1 + cf ′(x)|,
e´ contı´nua em [a, b], visto que f e f ′ sa˜o contı´nuas em [a, b]. Assim, se V for o volume
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(cx+ d− f(x))2|1 + cf ′(x)|dx.
Podemos enta˜o, enunciar o seguinte teorema.
Teorema 2 Seja f uma func¸a˜o diferencia´vel com derivada contı´nua, definida em um in-
tervalo da [a, b] da reta. Se V e´ o volume do so´lido S gerado pela rotac¸a˜o da regia˜o
limitada pela reta y = cx + d, pelo gra´fico da func¸a˜o f e pelas retas t e t′, descrita na






(cx+ d− f(x))2|1 + cf ′(x)|dx. (19)
Fazendo d = c = 0 no Teorema 2 temos o seguinte corola´rio, que traduz a situac¸a˜o mais
simples que mencionamos, ja´ conhecida na literatura.
Corola´rio 1 Seja f uma func¸a˜o diferencia´vel com derivada contı´nua, no intervalo [a, b],
com f(x) ≥ 0. Se V e´ o volume do so´lido obtido pela rotac¸a˜o, da regia˜o delimitado pelo





4.1. Regia˜o delimitada pelo gra´fico de duas func¸o˜es
Sejam f e g func¸o˜es diferencia´veis com derivadas contı´nuas definidas nos intervalos [a, b]
e [l,m], respectivamente. Considere r a reta cuja equac¸a˜o e´ dada por y = cx + d, con-
forme mostra a Figura 8 a seguir. Exigimos ainda que as retas t e t′ indicadas sejam
perpendiculares a` reta r. Desejamos calcular o volume do so´lido S obtido pela rotac¸a˜o da
regia˜o R delimitada pelo gra´fico das func¸o˜es f e g, e pelas retas t e t′ em torno da reta r.
Note que o volume V do so´lido S e´ dado por V = V1 − V2, onde V1 e´ o volume
do so´lido S1 obtido pela rotac¸a˜o da regia˜o delimitada pelo gra´fico da func¸a˜o f, pelas
retas t, t′ e r em torno da reta r e V2 e´ o volume do so´lido S2 obtido pela rotac¸a˜o da
regia˜o delimitada pelo gra´fico da func¸a˜o g, pelas retas t, t′ e r em torno da reta r. Segue
imediatamente do Teorema 2 o seguinte corola´rio.
Corola´rio 2 Sejam f e g func¸o˜es diferencia´veis com derivadas contı´nuas definidas nos
intervalos [a, b] e [l,m], respectivamente e r a reta cuja equac¸a˜o e´ dada por y = cx+ d,
conforme a Figura 8. Se V e´ o volume do so´lido obtido pela rotac¸a˜o da regia˜o delimidada






(r(x)− f(x))2|1 + cf ′(x)|dx−
∫ m
l




onde r(x) = cx+ d.
RCT v.3.n.5 (2017) ISSN 2447-7028
Figure 8. Representac¸a˜o da regia˜o R





como ja´ e´ conhecido na literatura.
Example 1 Sejam f(x) = x2 + 8 definida no intervalo [1, 2] e g(x) = x + 4 definida
no intervalo [3, 5] . O eixo de revoluc¸a˜o e´ a reta r de equac¸a˜o y = x. Veja a Figura 9
a seguir. Segue do Corola´rio 2 que o volume do so´lido S obtido ao rotacionar a regia˜o
Figure 9. Representac¸a˜o da regia˜o R
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A Figura 10 fornece uma representac¸a˜o do so´lido S.
Figure 10. Representac¸a˜o do so´lido S
5. Implementac¸a˜o gra´fica
Alguns softwares matema´ticos utilizam a parametrizac¸a˜o ( veja [1])
X(x, u) = (F (x), G(x) cos(u), G(x) sin(u)), (21)
para obter uma vizualizac¸a˜o gra´fica do so´lido obtido pela rotac¸a˜o da regia˜o limitada
pelo eixo-x, pelas retas x = a e x = b e pela curva H(x) = (F (x), G(x)). A
parametrizac¸a˜o X(x, u) dada em (21) e´ obtida identificando-se a curva parametrizada
H(x) = (F (x), G(x)) do R2 com a curva H(x) = (F (x), G(x), 0) do R3. Em seguida
aplicamos a transformac¸a˜o Tu, dada por (10), em H para obter Tu(H(x)) = X(x, u).
No nosso caso na˜o e´ possı´vel usar diretamente o formato da parametrizac¸a˜o (21),
visto que o eixo de revoluc¸a˜o e´ a reta inclinada y = cx + d. Para resolver esse problema
vamos efetuar uma translac¸a˜o vertical de −d unidades e em seguida realizar uma rotac¸a˜o
v = arctan(c) radianos no sentido hora´rio, tanto no eixo de revoluc¸a˜o quanto na curva
h(x) = (x, f(x)). Esse procedimento faz com que o eixo de revoluc¸a˜o seja o eixo x e a
nova curva seja
Rv(x, f(x)− d)
onde Rv e´ a transformac¸a˜o linear (5). Como v e´ fixo, consideramos Rv como uma func¸a˜o
de x, isto e´, Rv(x, y) = H(x), onde y = f(x) − d. Assim, utilizando a transformac¸a˜o
dada em (5) obtemos
H(x) = (x cos(v) + (f(x)− d) sin(v),−x sin(v) + (f(x)− d) cos(v)) = (F (x), G(x)).
Agora, identificando H(x) com H(x) = (F (x), G(x), 0), e aplicando Tu em H(x) obte-
mos
X(x, u) = (F (x), G(x) cos(u), G(x) sin(u)), com
F (x) = (x cos(v) + (f(x)− d) sin(v) e G(x) = −x sin(v) + (f(x)− d) cos(v). (22)
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Example 2 Considere a reta y = x como o eixo de revoluc¸a˜o e f(x) =
√
x a curva a ser
rotacionada. Neste caso, temos d = 0 e v = pi
4
. Segue de (22) , que















A Figura 11 da´ uma descric¸a˜o do so´lido, com x ∈ [0, 1].
Figure 11. Representac¸a˜o do So´lido S
Example 3 Considere f(x) = 1
2
x2 + 4 e y = x + 2 o eixo de revoluc¸a˜o. Fazendo as
devidas substituic¸o˜es em (22) com d = 2 e v = pi
4
, obtemos a parametrizac¸a˜o












(x2 − 2x+ 4) sin(u)).
Na Figura 12, temos uma representac¸a˜o do so´lido S, com x variando de x = 0
ate´ x = 5.
Figure 12. Representac¸a˜o do So´lido S
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Example 4 Seja a func¸a˜o dada f(x) = 5 com eixo de revoluc¸a˜o dado pela reta y = x.
(Veja a Figura 13). Como d = 0 e v = pi
4
segue de (22) que
Figure 13. Regia˜o a ser rotacionada












(−x+ 5) sin(u)). (23)
O so´lido descrito esta´ na Figura 14, com x variando de x = 1 ate´ x = 3.
Figure 14. Representac¸a˜o do So´lido S
6. Um ca´lculo comparativo
Vamos voltar ao Exemplo 4 da sec¸a˜o anterior e calcular o volume do so´lido S de duas
formas. Primeiro, usando a fo´rmula de um tronco de cone e depois usando a nossa fo´rmula
do Teorema 2. O so´lido S e´ um tronco de cone cujos raios da base maior e da base menor,
denotaremos por R e s, respectivamente e r e´ a reta de equac¸a˜o y = x.
Utilizando a fo´rmula (2) da distaˆncia entre ponto e reta, obtemos que
R = d((1, 5), r) = 2
√
2 e s = d((3, 5), r) =
√
2.
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Vamos denotar por U e V as projec¸o˜es ortogonais dos pontos (1, 5) e (3, 5) sobre a reta
r. Ale´m disso, consideraremos o vetor u = (1, 1) que aponta na direc¸a˜o da reta r. Enta˜o,
segue de (3) que
U =
〈(1, 5), (1, 1)〉
2
(1, 1) = (3, 3), V =
〈(3, 5), (1, 1)〉
2
(1, 1) = (4, 4).
A altura h do tronco de cone e´ dada por h = d(U, V ) =
√











































Em livros dida´ticos de Ca´lculo diferencial e integral encontramos uma fo´rmula integral
para o ca´lculo do volume de um so´lido obtido pela rotac¸a˜o de uma curva em torno de um
dos eixos coordenados. No nosso trabalho apresentamos uma situac¸a˜o mais geral, onde
o eixo de revoluc¸a˜o e´ uma reta na˜o-paralela ao eixo x e nem paralela ao eixo y. Nossa
fo´rmula integral engloba a situac¸a˜o anterior, considerando como hipo´tese que a func¸a˜o
f seja deriva´vel e tenha derivada contı´nua. Ale´m disso, obtemos uma parametrizac¸a˜o do
so´lido de revoluc¸a˜o afim de obter uma representac¸a˜o gra´fica por meio do software livre
K3D SURF.
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